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ABSTRAK

Diantara model deret waktu multivariat yang digunakan dalam fenomena ruang dan waktu yakni model VAR, STAR, dan
GSTAR. Salah satu bentuk khusus model GSTAR yakni model GSTARX, yang merupakan adaptasi model VARX dengan
menggabungkan faktorfaktor: ruang, waktu, dan faktor eksogen untuk mampu menangkap pola kompleks dalam data yang
multivariat. Dalam data dengan volatilitas tinggi, teknik smoothing digunakan untuk mengurangi fluktuasi dan volatilitas data
sehingga pola utama lebih terlihat dan residual autokorelasi dapat diminimalkan seperti halnya model GSTARX sehingga
model menjadi Exponential Smoothing-GSTARX. Estimasi parameter pada model tersebut dilakukan dengan Generalized
Least Square (GLS), yang dirancang untuk mengatasi masalah heteroskedastisitas dan autokorelasi pada eror sehingga
menghasilkan estimasi parameter yang efisien. Dengan demikian tujuan penelitian ini untuk melakukan kajian ulang model
GSTARX dengan pengembangan smoothing dan estimasi parameter dengan GLS. Hasil penelitian menunjukkan bahwa
parameter eksogen dan parameter spasial-temporal memberikan estimasi yang konsisten, dengan matriks bobot spasial
mampu merepresentasikan hubungan antar lokasi secara akurat. Kombinasi antara pengaruh eksogen, dan estimasi
dengan GLS dan teknik smoothing menghasilkan model yang fleksibel dan akurat untuk menganalisis data dengan
dinamika spasial-temporal yang kompleks.
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ABSTRACT

Among the multivariate time series models used in space and time phenomena are VAR, STAR, and GSTAR models. One
special form of the GSTAR model is the GSTARX model, which is an adaptation of the VARX model by combining factors:
space, time, and exogenous factors to capture complex patterns in multivariate data. In data with high volatility, smoothing
techniques are used to reduce the fluctuation and volatility of the data so that the main pattern is more visible and residual
autocorrelation can be minimized as is the case with the GSTARX model so that the model becomes Exponential
Smoothing-GSTARX. Parameter estimation in the model is done with Generalized Least Square (GLS), which is designed to
overcome the problem of heteroscedasticity and autocorrelation in errors so as to produce efficient parameter estimates.
Thus, the purpose of this study is to reassess the GSTARX model with the development of smoothing and parameter
estimation with GLS. The results show that exogenous parameters and spatial-temporal parameters provide consistent
estimates, with the spatial weight matrix able to accurately represent the relationship between locations. The combination of
exogenous effects, and estimation with GLS and smoothing techniques produces a flexible and accurate model for
analyzing data with complex spatial-temporal dynamics.
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PENDAHULUAN

Menurut Prahutama dkk. (2019), data deret waktu (time series) adalah serangkaian pengamatan
yang berututan dalam waktu. Data deret waktu dibagi menjadi dua jenis yaitu univariat (satu variabel
pengamatan) dan multivariat (dua atau lebih variabel pengamatan). Beberapa model deret waktu
multivariat yang dapat digunakan untuk fenomena ruang dan waktu diantaranya model VAR, STAR,
GSTAR. Model Space Time Autoregressive (STAR) merupakan model yang menggabungkan dua
elemen waktu dan lokasi dalam data ruang-waktu. Model STAR mengembangkan dari model Vector
Autoregressive (VAR) yang menghubungkan keterikatan dengan hubungan spasial (Mukhaiyar &
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Pasaribu, 2022). Model STAR memiliki kelemahan yaitu kurang fleksibel ketika dihadapkan dengan
lokasi dengan karakteristik yang berbeda-beda.

Model Generalized Space Time Autoregressive (GSTAR) yang pertama kali diperkenalkan oleh
Pfeifer dan Deutsch merupakan model yang mewakili lokasi heterogen atau berbeda-beda (Pfeifer &
Deusch, 1980). Model GSTAR yang melibatkan variabel lain atau variabel eksogen disebut GSTARX.
Model GSTARX merupakan bentuk khusus dari model VARX yang menggabungkan waktu dan lokasi
serta melibatkan variabel eksogen (Setiawan, 2017). Model GSTARX dirancang untuk menangkap
hubungan spasial dan temporal antar lokasi serta pengaruh variabel eksogen, namun data spasial-
temporal sering kali memiliki fluktuasi atau noise yang dapat mengganggu akurasi model, sehingga
memerlukan teknik yang mampu menghaluskan data tanpa mengabaikan tren penting. Exponential
smoothing merupakan teknik smoothing yang dapat digunakan untuk mengurangi fluktuasi sehingga
menghasilkan data yang lebih stabil dan mudah dianalisis (Gardner Jr, 2006; Holt, 2004).

Selain itu, dalam pemodelan GSTARX diperlukan estimasi parameter modelnya. Salah satu
estimasi parameter yang digunakan dalam model GSTARX adalah Generalized Least Square (GLS).
Kurnia et al.(2015) pernah menerapkan metode GLS untuk estimasi parameter pada model GSTARX,
yang menunjukkan bahwa estimasi parameter model menggunakan metode GLS lebih efisien dan
memiliki nilai eror yang lebih kecil. GLS dirancang untuk menangani masalah heteroskedastisitas dan
autokorelasi dalam data, yang sering terjadi dalam model spatio-temporal seperti GSTARX. GLS
mampu mengatasi masalah ini dengan memperhitungkan matriks kovarians error sehingga
menghasilkan estimasi parameter yang lebih efisien dibandingkan metode Ordinary Least Square
(OLS) (Greene, 2004). Oleh karena itu dalam penelitian ini dikaji model GSTARX menggunakan
exponential smoothing dan estimasi parameter GLS.

METODE PENELITIAN

Penelitian ini menggunakan metode penelitian studi literatur dan kajian jurnal-jurnal terkait.
Visualisasi Jaringan Bibliometrik (VosViewer), Model VAR, Model GSTAR, dan exogenous variable,
akan menjadi empat dasar penelitian ini dilakukan.

VOSviewer merupakan software yang memungkinkan penggunanya untuk memeriksa peta
jaringan bibliometrik secara gratis (Yatscoff & Hayter, 1983). VOSviewer memiliki keunggulan
dibandingkan dengan program analisis lainnya karena menggunakan metode penggalian teks untuk
menemukan kombinasi pemetaan frasa terkait serta menciptakan metode pengelompokan untuk
analisis data (Saputro et al., 2023). VOSViewer bekerja menggabungkan beberapa dokumen dan akan
memahami konten, pola, serta tren dari dokumen tersebut (Fitria, Husaeni, Bayu, & Nandiyanto,
2021)(Kirby, 2023)(Krstajic, Buturovic, Leahy, & Thomas, 2014). Berbagai penelitian mengenai
GSTARX menurut metadata Scopus ditunjukkan oleh Gambar 1. Metadata yang berisi keywords:
space time, autoregressive, dan least square yang bersumber dari data Scopus.
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Gambar 1. Visualisasi dengan Batasan Judul dan Abstrak

Gambar 1. Merupakan visualisasi jaringan bibliometrik menggunakan software VOSviewer.
Berdasarkan Gambar 1 terbentuk tiga cluster yang ditandai dengan tiga warna yang berbeda. Cluster
merah menunjukkan mayoritas penelitian mengenai paper, cluster biru menunjukkan mayoritas
penelitian mengenai parameter, cluster hijau menunjukkan mayoritas penelitian mengenai application.
Hasil visualisasi pada VOSviewer menandakan bahwa belum banyak dilakukan penelitian tentang
model GSTARX.

Menurut Setiawan (2017), model GSTAR adalah evolusi dari model STAR yang digunakan untuk
meramalkan data deret waktu dan lokasi. Asumsi stasioneritas harus dipenuhi saat membuat model
GSTAR. Menurut Borovkova et al. (2008), model GSTAR dinyatakan GSTAR (p, A.) dimana p adalah
orde autoregressive (AR) dan A_ adalah orde spasial, dengan parameter setiap lokasi adalah

@iy, i = 1,2,...,mditulis sebagai

"1.5
Vo= ) |Guotin + ) WO+, ("

el
k=1

dengan ¥, adalah vektor pengamatan pada waktu ke-t dengan ukuran n < I; A_ adalah orde spasial
pada autoregressive ke-s; ¢,., adalah matriks parameter waktu dengan ukuran n x n; ¥._, adalah
vektor pengamatan pada waktu t— k dengan ukuran n xI; ¢,,adalah matriks parameter
autoregressive pada lag waktu ke-k dan lag spasial ke-l; W' adalah matriks bobot pada model
ukuran nxn pada lag spasial | (dengan I = 0, 1, ... );=, adalah hasil residual yang bersifat white noise
dengan vektor rata-rata nol dan matriks kovarian & *1.

Exogenus Variable adalah variabel yang mempengaruhi atau menjadi sebab perubahan dan
timbulkan endogenus variable (variabel terikat), baik secara positif maupun negatif. Exogenus variable
memengaruhi model namun tidak dapat diprediksi oleh model itu sendiri.
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HASIL DAN PEMBAHASAN
Model GSTAR dikembangkan dengan melibatkan variabel eksogen yang dikenal dengan
pemodelan GSTARX. Dalam notasi matriks, model GSTARX (p; 44,45, ..., 4,,) ditulis sebagai

p Ay .
Y. = Zk_l Z_ﬁ[qr’k:wl‘ljyr—k] R {7, (R (2)

dengan ¥, =2, —Z,_, = Z,_, — Z,_,_;; A, adalah orde spasial dari bentuk autoregressive orde
ke-k; Z, adalah vektor pengamatan berukuran n x I pada wakiu ke t;Z._, adalah vektor
pengamatan berukuran n x [ pada waktu (t — k); X, adalah vektor variabel eksogen orde ke-I

berukuran n x I pada waktu t; X adalah vektor variabel eksogen orde ke-s berukuran n x I

t—st+m

pada waktu (t —s + m); ¢,, adalah matriks diagonal parameter autoregressive pada waktu k dan
lag spasial I berukuran n x n; ¥y, adalah yaitu matriks diagonal variabel eksogen orde ke-s berukuran
n X n; W' adalah matriks bobot berukuran n x n pada lag spasial I (dimana I = 0,1,...); £(t)
adalah vektor noise n x n berdistribusi normal dengan mean 0 dan matriks varian-kovarian o 1.

Model GSTARX dirancang untuk menangkap hubungan ruang dan waktu antar lokasi dalam
suatu sistem namun kompleksitas interaksi ruang dan waktunya sering kali sulit dimodelkan dengan
tepat. Pemilihan fungsi bobot (W ") menjadi penyelesaiannya karena bobot ini menentukan seberapa

kuat hubungan antar lokasi. Pemilihan bobot lokasi dapat dilakukan dengan dua metode, yakni bobot
lokasi seragam dan bobot lokasi invers jarak.

Data ruang waktu memiliki pola musiman yang sulit diidentifikasi secara langsung sehingga pola
ini dapat mengganggu analisis model GSTARX jika tidak ditangani. Teknik smoothing membantu
menangkap pola musiman dengan memberikan bobot yang lebih besar pada observasi terbaru
dibandingkan observasi yang lebih lama. Ketika noise, tren, atau pola musiman tidak diatasi, residual
model GSTARX menunjukkan autokorelasi yang signifikan. Hal ini melanggar asumsi independensi
residual yang diperlukan untuk estimasi parameter menggunakan GLS.

Sebelum mengestimasi parameter dalam model GSTARX, hal yang perlu dilakukan yakni
menggunakan exponential smoothing untuk menghaluskan fluktuasi dalam data. Teknik exponential
smoothing bertujuan untuk mengurangi noise dan menangkap pola yang lebih stabil sehingga
diharapkan diperoleh model yang sesuai. Salah satu exponential smoothing yakni single exponential
smoothing yang ditulis sebagai

V. =ay, + (1- a]?r—l 3)

dengan ¥, adalah data yang telah di-smoothing pada waktu t; v, adalah data asli pada waktu t; a

adalah parameter smoothing, yang menentukan seberapa besar bobot yang diberikan pada data
terbaru (0 < a < 1).

Pemilihan nilai optimal parameter & sangat penting untuk memeroleh hasil smoothing yang
tepat. Pada Gambar 2 diilustrasikan penggunaan exponential smoothing dalam menangani fluktuasi
data, dengan grafik warna biru interpolasi dan grafik warna oranye menunjukkan data yang telah di-
smoothing.
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Gambar 2. llustrasi Exponential Smoothing

Setelah dilakukan exponential smoothing, diperoleh pola data yang lebih stabil untuk dilakukan
estimasi parameter model. Estimasi parameter model GSTARX dengan GLS bertujuan untuk
mengatasi masalah heterokedastisitas dan autokorelasi dalam eror. Selanjutnya estimasi GSTARX
dengan GLS ditulis sebgai GSTARX-GLS. Model GSTAR-GLS sebaiknya digunakan pada data dengan
pola selain musiman, misalnya pada data dengan variabel yang digunakan dipengaruhi oleh variabel
lain di luar (eksogen) (Mike Prastuti & Ratih, 2019). Penggunaan GLS bertujuan untuk mengatasi
adanya keheterogenan ragam galat yang dapat mengganggu karena dapat menyebabkan tidak
terpenuhinya asumsi kehomogenan ragam (Istighfarin (2018).

Masih menurut Prastuti et al. (2021) parameter model GSTARX yang akan diestimasi adalah
estimasi parameter variabel eksogen (y,,) dan parameter model GSTAR (g,,). Misalkan persamaan

GSTARX pada persamaan (2) dalam model linear ditulis sebagai
V=20+¢ (4)
dengany =Y,z = [WWv_ x.___ 16 =[¢ vl dane =¢,.

Metode GLS digunakan untuk mengestimasi parameter & = [¢,,,¥,;] dengan
mempertimbangkan matriks kovarian error (£, ). Jika . tidak diketahui, maka digunakan residual awal
e =Y — Z8 untuk memperkirakan E_. Menggunakan pendekatan iterative seperti Feasible GLS
(FGLS) untuk menyempurnakan estimasi .. Persamaan matriks kovarian error (Z_) ditulis sebagai

oply oply v oyl

amw I
o e Sl S Y- (5)
ICT:lzl'{]!' ﬂuf [I' l:-’r;'z;'z II‘
dengan £ adalah matriks kovariansi sesatan yang berkorelasi, I, adalah matriks identitas berukuran
T x T, dan & adalah perkalian Kronecker.
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Estimasi parameter & bertujuan untuk meminimalkan Weighted Sum of Squared Errors (WSSE)
WSSE = "2 e (6)
dengan £ = ¥ — Z#A, kemudian substitusi = ke dalam WSSE

WSSE = (Y —Zz8) 21 (Y — z28)
=(yT-zT8")z;} (Y — z8)
=(yT—-zT8")(z]'y —x]1z8)
=(YTe;'v —vTzlze —zT9TE v + 270721 zZ0)
=(YTz 'y —vTr]tze — (2707 tY)T + 279721 Z0)
= (YT 'y —vTz;lz0 —YTE'Z0 + ZTRTE]1Z0)
= YTz 'y —2yTE]tze + 27075 1zZ0) (7)

Untuk mencari nilai minimum, hitung turunan WSSE terhadap &

d(wssSE) _ a((vTx'y — 2v"E'Z6 + 276731 26)

ae) a(6)
= 0-2Z"z]'v +227x;1z8
=—2(z"x;'y — 273 1z6) (8)

WSSE akan minimum apabila turunan WSSE sama dengan 0 sehingga dari persamaan (8) diperoleh
—2(2Tz]lv—-zTx]1z6) =0
Z's71ze =z ly
8= (z'z'z) 2"z Y 9)

Dengan demikian estimasi parameter kombinasi yang mencakup ¢,., dan y,,, ditulis sebagai

8= (z'zrz)"tz7z Yy (10)

dengan Z = [W':”'Yr_k,.k’r_s_m] adalah matriks gabungan antara matriks bobot untuk komponen

autoregresif (W'"'¥,_, ) dan matriks data variabel eksogen (X ); ¥ adalah vektor data variabel
eksogen; £, adalah kovarians error. Melalui langkah-langkah tersebut, parameter ¢,., dan y,,, dapat

dihasilkan estimasinya dengan GLS.

t—&—m

SIMPULAN

Model GSTARX dikembangkan untuk menganalisis hubungan spasial-temporal dengan
mempertimbangkan pengaruh variabel eksogen terhadap variabel endogen. Estimasi parameter
eksogen (y,;) dan parameter spasial-temporal (¢,,) menunjukkan kemampuan model dalam

merepresentasikan hubungan antar lokasi dan waktu dengan menggunakan pendekatan matriks yang
efisien. Estimasi parameter untuk model GSTARX diperoleh
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